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Problema 1. Bomboane

Autor: Crisan Daniela Alexandra, conf. dr., Universitatea Romano-Americana

Cuvinte cheie: Principiul includerii si excluderii, Stars and Bars, Masti de biti, Aritmetica modulara,
Exponentiere rapida

Indicatii
Pasul 1. Determinarea numarului de elevi

Pentru a afla numarul de elevi, trebuie sa determinam cate numere intre 1 si N sunt coprime cu Q. Pentru aceasta
vom folosi Principiul Includerii si Excluderii.

Vom afla cate numere intre 1 si N nu au niciun divizor comun cu Q, in afara de 1.
Daca Q=p:*!-p,?%-...-p4%9, atunci vom scddea din N toate numerele care NU sunt coprime cu Q, adica toate cele care
sunt divizibile cu cel putin unul din factorii primi ai lui Q: p1, pz, ..., Pq.
nr_elevi = N - S]Ai| + S|AINAj| - SIAINAjNAg]| + ...
unde Ai este multimea numerelor intre 1 si N divizibile cu p;.

Vom calcula acest numar astfel: consideram toate submultimile de factori primi S&{p1,p2,...,pq} §i calculam:

e d=produsul tuturor primilor din S

e parteaintreaga [N/d] va fi numarul de multipli ai lui d in intervalul [1,N]

e adunam sau scadem [N/d] in functie de paritatea marimii (cardinalului) lui S (un numar prim - scadem, doua
numere prime - adundm etc.)

Pentru a genera toate submultimile S se vor folosi masti de biti.
Pasul 2. Verificarea daca bomboanele ajung
Numarul de colegi este k = nr_elevi -1, asadar bomboanele ajung daca numarul lor, M, este cel putin egal cu k.

Pasul 3. impértirea bomboanelor — Numar de moduri

Daca bomboanele sunt suficiente, trebuie sa aflam in cate moduri putem imparti M bomboane catre k = nr_colegi,
cu cel putin una pentru fiecare. Avem o problema clasica de numarare a partitiilor cu restrictii:
C(M-1, k-1) pentru care putem apela la metoda Stars and Bars.

Pentru a calcula eficient binomul modulo MOD = 10%+7 se vor folosi aritmetica modulard si exponentierea rapida.
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Complexitate timp: 0(VQ + 2°q + M + log MOD), unde q = numarul de factori primi ai lui Q
Complexitate memorie: O(q)
(numerele Q < 10° au cel mult 7 factori primi)

Solutie

#include <fstream>
using namespace std;

ifstream in("bomboane.in");
ofstream out("bomboane.out");

#define 11 long long
const int MOD = 1e9 + 7;

static int count_coprime_with Q(int N, int Q) {
int primes[10], cnt=0;
int q = Q;
for (int p = 2; p * p <= q; ++p) {
if (q % p ==0) {
primes[cnt++] = p;
while (q % p == 9)
q /= p;
}
}
if (q > 1)
primes[cnt++] = q;

int total = 0;
int subsets = 1 << cnt;
for (int mask = 1; mask < subsets; ++mask) {
int mult = 1, bits = 9;
for (int i = 0; i < cnt; ++i) {
if (mask & (1 << i)) {
mult *= primes[i];
bits++;
}
}
int x = N / mult;
if (bits % 2 == 1) total += x;
else total -= x;

}

return N - total;

}

static 11 power(ll base, 11 exp) {
11 result = 1;
while (exp > 0) {
if (exp % 2 == 1) result = (result * base) % MOD;
base = (base * base) % MOD;
exp /= 2;
}

return result;

}

static 11 comb(int n, int k) {
if (k > n || k < @) return 0;
11 num = 1, den = 1;
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for (int 1 = 0; i < k; i++) {
num = (num * (n - i)) % MOD;
den = (den * (i + 1)) % MOD;

}
return (num * power(den, MOD - 2)) % MOD;
}
int main()
{
int Q, N, M;
in >> Q >> N >> M;
int C = count_coprime_with_Q(N, Q);
out << C << "\n";
if (M >=C - 1)
out << comb(M - 1, C - 2);
else
out << "NU";
return 0;
}
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Problema 2. Matrice Interesanta
Autor: Lorintz Alexandru, Universitatea Babes-Bolyai
Cuvinte cheie: Two pointers, Range minimum query, Masti de biti
Indicatii

La o prima analiza a restrictiilor problemei, se observa ca numerele din matrice au valori mici, ceea ce indica catre
o solutie care ar putea profita de aceasta limitare.

Pentru inceput, se pot fixa liniile care limiteaza subamtricele cautate superior, respectiv inferior, obtinandu-se astfel
O(NA2) perechi. Acum trebuie gasita o abordare eficienta pentru a numara perechi de coloane care impreuna cu
aceste linii determina submatrice cu proprietatea din enunt. Problema aici este ca proprietatea din enunt este mult
prea restrictivd, dar poate fi reformulata, calculand submatrice cu cel mult X elemente distincte, rezultatul cautat
devenind astfel diferenta intre rezultatele noii probleme pentru X=K si X=K-1.

Pentru noua problema definita, se poate folosi tehnica celor doi pointeri in continuare, dar este nevoie de o
modalitate rapida de a afla la fiecare pas cate elemente distincte se afla intr-o submatrice fixata, interogare
necesara pentru modalitatea de actualizare a pointerilor. Aici intervine limitarea valorilor din matrice. Practic,
pentru o submatrice se poate folosi o masca de biti care are un bit activ daca numarul valoarea acelui bit apare in
submatrice. Pentru a calcula aceasta masca rapid pentru o submatrice arbitrara, se poate precalcula o structura de
date similara cu un Range minimum query bidimensional. De asemenea, este de mentionat ca ne preocupa
numarul de biti setati ai unei masti arbitrare, dar acesta poate fi usor aflat folosind functia predefinita
__builtin_popcountll, care este foarte rapida in practica. Astfel, complexitatea totala este O(N*2 * log"2(N) + NA2
* M) si O(N~2 * log”2(N)) spatiu de la calcularea structurii de Range minimum query.

Solutie

#include <fstream>
#include <cstdint>
using namespace std;

ifstream fin("matriceinteresanta.in");
ofstream fout("matriceinteresanta.out");

const int kN = 300;

const int kLog = 8;

int n, m, a[1 + kN][1 + kN];

int 1g2[1 + kN];

int64_t rmg[1 + kLog][1 + kLog][1 + kN][1 + kN];

int64_t query(int x1, int y1, int x2, int y2) {
if (x2 < x1 || y2 < y1) {
return 0;

}

int hl = 1g2[x2 - x1], h2 = 1g2[y2 - y1];
return rmq[h1][h2][x1][y1] | rmq[h1][h2][x2 - (1 << h1) + 1][y1] |
rmq[h1]1[h2][x1][y2 - (1 << h2) + 1] | emq[h1][h2][x2 - (1 << h1l) + 1][y2 - (1
<< h2) + 1];
}

void precalc() {
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for (int 1 = 2; i <= kN; ++i) {
1g2[i] = 1g2[i >> 1] + 1;
}

for (int 1 = 1; i <= n; ++i) {

for (int j = 1; j <= m; ++j) {

) rmq[@][O][1]1[j] = 1LL << a[i][3];
}

for (int hl = @; hl <= kLog; ++hl) {
for (int h2 = @; h2 <= kLog; ++h2) {
if (h1 >0 || h2 > 0) {
for (int 1 = 1; i <=n - (1 << hl) + 1; ++i) {
for (int j = 1; j <=m - (1 << h2) + 1; ++j) {
rmq[h1][h2][i][j] = query(i, j, i + (1 << h1l) - 1, j + (1 << h2) - 1);

int64_t solveAtMostK(int k) {
int64_t res = 0;

for (int 11 = 1; 11 <= n; ++11) {
for (int 12 = 11; 12 <= n; ++12) {
int left = 1;

for (int right = 1; right <= m; ++right) {
while (left <= right & _ builtin_popcountll(query(l1l, left, 12, right)) > k)

left += 1;
¥

res += right - left + 1;

}
}

return res;

}

int main() {
int k;
fin >> n >> m >> k;

for (int i = 1; i <= n; ++i) {
for (int j = 1; j <= m; ++j) {
fin >> a[i][j];
}
}

precalc();
fout << solveAtMostK(k) - solveAtMostK(k - 1) << '\n';
return 0;}
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Problema 3. Allca

Autor: Carole Serban, Delft University of Technology
Cuvinte cheie: Lowest common ancestor (Lca), Divide and Conquer, Small-to-large
Solutie completa:

Daca pornim de la o multime nevida de noduri si adaugam un nod, se pot intampla doua lucruri - Ica-ul va
ramane acelasi sau va deveni stramosul lca-ului precedent.

Sa pornim de la ipoteza ca avem 2 noduri. Sunt 2 situatii posibile:

1. Unul dintre noduri se afla pe drumul de la radacina la celalalt.

2. Niciunul dintre noduri nu e stramosul celuilalt.

Observam ca in ambele cazuri, urcarea nodului 2 schimba Ica-ul doar atunci cand acesta devine unul din
stramosii primului Ica dintre cele doua noduri. De asemenea, odata schimbat, va fi mereu egal cu nodul 2.
Aceasta observatie ne duce la ideea aplicarii metodei divide and conquer pentru numarare. Putem afla Ica-ul
dintre doua noduri in O(1) precalculdnd range minimum query pe euler tour.

Ideea cu divide and conquer este sa calculam pentru fiecare call, suma Ica-urilor subsecventelor care au capatul
din stanga in [st,mij], iar pe cel din dreapta in [mij+1,dr], celelalte fiind calculate deja in alt call de divide. Facem
apeluri succesive in care impartim intervalele in [st,mij] si [mij+1,dr] si iteram dupa indicii i din [st,mij]. Pentru
fiecare, cautam binar primul j > mij cu proprietatea ca Ica-ul nodurilor de la i la j este egal cu Ica-ul nodurilor de
la mij+1 la j. Tn cazul oricdrui k >=j, stim din proprietatea mentionatd in paragraful precedent c3 Ica-ul de lai la
k este egal cu cel de la mij + 1 la k, deci precalculam pentru fiecare element > mij sp[x] = suma dupa Ica de la
mij + 1 la y, pentru oricare y >= x, simplu prin sume partiale. Pentru elementele mai mici ca j (cel pe care I-am
cautat binar) stim ca Ica-ul de la i la ele este egal pentru toate. Si deci ajungem la relatia pentru elementul i per
call de divide ca fiind:

Suma dupa subsecventele care incep in i = sp[j] + (j-1-mij) * (Ica-ul de la i la mij+1).

Cum trebuie sa cautam binar pentru fiecare element in log call-uri de divide ajungem la complexitatea

O(M -log?(M) + N -log(N)). Aceasta solutie nu obtine punctaj maxim.

Optimizarea necesara pentru 100 de puncte este sa realizam ca daca putem urca si nodul 1, acel j cautat binar
poate doar sa se mute la dreapta, deoarece 2 va ajunge ori la fel de repede sa depdseasca Ica-ul, ori mai tarziu.
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Asa ca iteram cu i de la mij la st, pentru i = mij cautam j brut si dupa doar il mutam la dreapta cand e cazul.
Complexitatea finala este O(M log M + N log N).

Solutie alternativa (Prosie Radu-Teodor, FMI Unibuc):

Ne dorim sa calculam pentru fiecare nod contributia sa la raspuns.
Daca notam cu S; = numarul de subsecvente din A pentru care i este stramos atunci contributia lui i poate fi
obtinuta dupa formula : S; — Xr £iy a1 uii Sk Pentru a calcula S; putem folosi DSU cu tehnica small-to-large :

Facem DFS si tinem pentru fiecare nod un DSU care reprezinta subsecventele compacte create de pozitiile
nodurilor din subarborele lui in cadrul sirului A. De asemenea, trebuie sa mentinem si numarul de subsecvente
ale acestor subsecvente compacte, lucru ce poate fi recalculat usor la fiecare unire. Dupa ce am facut DFS in
fiul lui i, unim DSU-ul lui i si al fiului lui i inserandu-I pe cel cu mai putine elemente in cel cu mai multe (eventual
interschimband, daca fiul are DSU-ul mai mare).

A se nota ca trebuie sa mentinem DSU-urile putin diferit pentru a avea memorie liniara in numarul de noduri
care ne intereseaza din subarbore, lucru pentru care putem folosi hashing. Este probabil ca solutia sa nu intre
daca folositi hashmap-ul din STL, dar intra daca il scrieti de mana sau folositi gp_hash_table din __gnu_pbds.

Complexitate : O(M logM - a(M) + N)
Solutii partiale:

Pentru subtask-ul 1, observam ca in cazul oricarei subsecvente, raspunsul este capatul intervalului, deci putem
sa calculam contributia pentru capete (suma dupa A[i] * i).

Subtask-ul 2 poate fi rezolvat in O(N + M), cu o stiva - calculam vectorii st[i] si dr[i] = cel mai apropiat element
la stdnga/dreapta de i care are un nivel mai mic (la stanga) si mai mic sau egal (la dreapta). Apoi contributia per
element este egala cu (drli] - i) * (i — st[i]). Orice solutie cu un logaritm in plus ar trebui sa ia punctele totusi.

Pentru subtask-urile 3 si 4, orice solutie patratic3, sau O(M? - log(M)) este indeajuns de buni. O solutie simpl
si scurta este doar sa pornim de la un nod de start (cel mai din stanga al subsecventei), sa il punem ca Ica, si
odata cu adaugarea unui nod sa urcam Ica-ul pana cand este si stramosul noului nod. Odata ce este, oprim
urcarea si il addugam la suma. Solutia aceasta este O(M -(N + M)), deoarece urcarea pentru fiecare nod de
start se amortizeazd la O(H), unde H = distanta de la radacind la acest nod de inceput.
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Solutie Divide and Conquer

#include <fstream>

#include <vector>

using namespace std;

ifstream cin("allca.in");

ofstream cout("allca.out");

const int nmax = 2e5 + 1;

intn, m, a, b, ind;

int v[2*nmax] , d[nmax] , p[2*nmax] , tin[nmax] , tout[nmax];
int rmq[19][2*nmax], lg[2*nmax] , 1;
long long ans , sp[2*nmax];

vector <int> g[nmax];

void dfs(int x , int p)

{
rmq[@][++ind] = x;
tin[x] = ind;
d[x] = d[p] + 1;
for(auto it : g[x])
if(it !'= p)
{
dfs(it,x);
rmq[@][++ind] = x;
}
tout[x] = ind;
}
int helper(int x , int y)
{
if(d[x] < d[y]) return x;
else return y;
}
int lca(int x , int y)
{
if(tin[x] > tin[y])
{
1 = 1g[tin[x]-tin[y]+1];
return helper(rmg[l][tin[x]],rmq[1l][tin[y]+(1<<1)-1]);
}
else
{
1 = 1g[tin[y]-tin[x]+1];
return helper(rmgq[l][tin[y]],rmq[1l][tin[x]+(1<<1)-1]);
}
}
void divide(int st , int dr)
{
if(st == dr)
{
ans += v[st];
}
else
{
int mij = (st+dr)/2;
int nod = v[mij+1];

for(int i = mij+1 ; i <= dr ; ++1i)
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{
nod = lca(nod,v[i]);
p[i] = nod;
) sp[i] = p[i];
for(int i = dr-1 ; i > mij ; --i) sp[i] += sp[i+1];
int j;
for(int 1 = mij ; i >= st ; --1i)
{
if(i == mij)
{
Jj = mij+1;
nod = v[mij];
}
else nod = lca(nod,v[i]);
while(j <= dr)
if(p[j] == lca(nod,p[j])) break;
++];
}
if(j <= dr) ans += sp[j];
ans += 1LL*(j-mij-1)*1ca(nod,v[mij+1]);
¥
divide(st,mij);
divide(mij+1,dr);
}
}
int main()
{ .
cin >> n;
for(int 1 =1 ; i < n ; ++1i)
{
cin >> a >> b;
g[a].push_back(b);
g[b].push_back(a);
}.
cin >> m;
for(int 1 =1 ; i <=m ; ++i) cin >> v[i];
dfs(1,0);
1g[e] = -1;
for(int 1 =1 ; i <= 2*n-1 ; ++i) 1g[i] = lg[i/2]+1;
for(int i = 1 ; i <= 1g[2*n-1] ; ++i)
{
for(int j = (1<ki) ; j <= 2*n-1 ; ++j)
rmq[i][J] = helper(rmq[i-1][J],rmq[i-1][]-(1<<(i-1))]);
}
}
divide(1,m);
cout << ans;
return 0;
}
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Solutie Disjoint Set Union

#tpragma GCC optimize("Ofast,unroll-loops,inline™)
#include <ext/pb_ds/assoc_container.hpp>
#include <ext/pb_ds/hash_policy.hpp>

#include <fstream>

#include <utility>

#include <vector>

using namespace __gnu_pbds;
using namespace std;

ifstream cin("allca.in");
ofstream cout("allca.out");

struct custom_hash {
size_t operator()(const int x) const noexcept {
return static_cast<unsigned>(x);
}
¥

class lekee {
gp_hash_table<int, int, custom_hash> *t_ptr;
gp_hash_table<int, int, custom_hash> *sz_ptr;

int root_impl(const int x) noexcept {

int &parent_ref = (*t_ptr)[x];

if (parent_ref == @) return x;

return parent_ref = root_impl(parent_ref);
}
void unite(int a, int b) noexcept {

a = root_impl(a);

b = root_impl(b);

if (a == b)

return;

const int sa
const int sb

(*sz_ptr)[a];
(*sz_ptr)[b];

coef -= 111 * sa * (sa + 1);
coef -= 111 * sb * (sb + 1);

if (sb > sa)

std::swap(a, b);
(*sz_ptr)[a] += (*sz_ptr)[b];
(*t_ptr)[b] = a;

coef += 111 * (*sz_ptr)[a] * ((*sz_ptr)[a] + 1);
}

public:
long long coef;

lekee() : t_ptr(nullptr), sz_ptr(nullptr), coef(9) {}
~lekee() {

delete t_ptr;

delete sz_ptr;

}
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lekee(lekee &8&other) noexcept : t_ptr(nullptr), sz ptr(nullptr), coef(0) {
std::swap(t_ptr, other.t_ptr);
std::swap(sz_ptr, other.sz_ptr);
std: :swap(coef, other.coef);

}

lekee &operator=(lekee &&other) noexcept {
if (this != &other) {
delete t_ptr;
delete sz_ptr;
t_ptr = nullptr;
sz_ptr = nullptr;
coef = 0;
std::swap(t_ptr, other.t ptr);
std: :swap(sz_ptr, other.sz ptr);
std: :swap(coef, other.coef);
}

return *this;

}

lekee(const lekee &) = delete;
lekee &operator=(const lekee &) = delete;

void activate(const int x) {
if (!sz_ptr)
sz_ptr = new gp_hash_table<int, int, custom_hash>();
if ('t_ptr)
t_ptr = new gp_hash_table<int, int, custom_hash>();
(*sz_ptr)[x] = 1;
coef += 2;

if (sz_ptr->find(x - 1) != sz _ptr->end())
unite(x - 1, x);

if (sz_ptr->find(x + 1) != sz_ptr->end())
unite(x + 1, x);

}

[[nodiscard]] long long get_coef() const noexcept { return coef; }

void swap(lekee &other_leke) noexcept {
std::swap(t_ptr, other_leke.t _ptr);
std::swap(sz_ptr, other_leke.sz_ptr);
std::swap(coef, other_leke.coef);

}

void clear_content() noexcept {
delete t_ptr;
t_ptr = nullptr;
delete sz_ptr;
sz_ptr = nullptr;
coef = 0;

}

¥

vector<vector<int>> g _storage, poz_storage, sub_storage;
vector<lekee> susu_storage;
vector<long long> ans_storage;

void meld(const int node_idx_a, const int node_idx _b) {
if (sub_storage[node idx_a].size() < sub_storage[node idx b].size()) {
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sub_storage[node_idx_a].swap(sub_storage[node_idx_b]);
susu_storage[node_idx_a].swap(susu_storage[node_idx_b]);

}

for (auto &it : sub_storage[node_idx_b]) {
susu_storage[node_idx_a].activate(it);
sub_storage[node_idx_a].push_back(it);

}

}

void dfs(const int x_node, const int p_node = 9) {
for (int &val_idx : poz_storage[x_node]) {
susu_storage[x_node].activate(val_idx);
sub_storage[x_node].push_back(val_idx);
}
for (int child _node : g_storage[x_node]) {
if (child_node == p_node) continue;
dfs(child_node, x_node);
meld(x_node, child_node);
susu_storage[child _node].clear_content();
sub_storage[child node].clear();
sub_storage[child_node].shrink_to_fit();
}
ans_storage[x_node] += susu_storage[x_node].get_coef();
if (p_node != 0) {
ans_storage[p_node] -= susu_storage[x_node].get _coef();
}
}

int main() {
ios::sync_with_stdio(false);
cin.tie(nullptr);

int n_nodes, m_elements;
cin >> n_nodes;

g storage.resize(n_nodes + 1);
poz_storage.resize(n_nodes + 1);
sub_storage.resize(n_nodes + 1);
susu_storage.resize(n_nodes + 1);
ans_storage.resize(n_nodes + 1, 9);

for (int i = 1; i < n_nodes; i++) {
int u, v;
cin >> u >> v;
g storage[u].push_back(v);
g storage[v].push_back(u);
¥
cin >> m_elements;
for (int i = 1; i <= m_elements; i++) {
int node_val appears_at;
cin >> node_val_appears_at;
poz_storage[node_val_appears_at].push_back(i);
¥
dfs(1);
long long total = 0;
for (int i = 1; i <= n_nodes; i++)
total += ans_storage[i] * i;
cout << total / 2 << "\n";
return 0;}
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